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 RINGKASAN DAN SUMMARY 
 
 
Tapis dalam konsep morfologi matematik didefinisikan sebagai sebuah 
transformasi yang dibatasi oleh operasi translation-invariant dan increasing. Teorema 
Tapis Morfologi Matematik, dari seluruh tapis morfologi matematik dapat 
diekpresikan dengan menggunakan operasi AND (operator logika) dari erosi. Misalkan 
(X) adalah sebuah tapis dalam citra X.  Maka teorema tapis dapat ditulis sebagai 
berikut:                               
 Permasalahan yang mendasar dari penelitian ini adalah bagaimana 
mengembangkan teorema tapis morfologi dengan menggunakan operasi OR dari dilasi, 
dan kombinasi dari operator erosi dan dilasi. Pengembangan tapis morfologi matematik  
dilakukan dengan cara mengkaji teori morfologi matematik dari teori ordered set dan 
lattice. 
Tujuan dari penelitian ini adalah mengembangkan jenis tapis baru yang 
didasarkan pada teori morfologi matematik, dengan melakukan kajian terhadap konsep 
pembentukan tapis morfologi matematik yang ditinjau dari teori ordered set dan lattice. 
Tapis dibentuk dengan membuktikan apakah tapis yang dirancang sudah 
memenuhi sifat translation-invariant dan increasing atau belum?. Pembuktian ini 
dikembangkan melalui kajian literatur terhadap teori ordered set dan lattice.  
Sebagaimana lazimnya dalam penelitian matematika, pembuktian sebuah operator atau 
formula dapat dibuktikan dengan menggunakan pembuktian langsung, tidak langsung 
dan atau induksi matematik.  
Pembuktian operator dilasi sebagai tapis harus dibuktikan apakah operator 
memenuhi sifat  increasing dan translation invariant. Diberikan  
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Agar operator ini memenuhi sifat translation invariant harus dibuktikan, 
misalkan  adalah increasing dan translation invariant sehingga  
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Dari pembuktian ini dapat disimpulkan bahwa operator dilasi memenuhi sifat increasing 
dimana  . 
Agar operator ini memenuhi sifat translation invariant maka harus dibuktikan,           
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Secara umum persoalan yang terdapat dalam penelitian sudah bisa dijawab, 
khususnya pada pembuktian operator dilasi agar memenuhi sifat Increasing dan 
Translation Invariant, tetapi validasi tapis yang dikembangkan belum bisa di kaji secara 
mendalam. Hal ini disebabkan karena pembuktian terhadap pengembangan tapis-tapis 
morfologi matematik agar memenuhi sifat Increasing dan Translation invariant belum 
bisa dibuktikan secara matematis. Pembuktian tersebut memerlukan beberapa teori 
matematika yang kompleks sehingga dibutuhkan waktu yang relatif lama dalam 





In Mathematical morphology, a transformation or operation is called a filter if is 
increasing and translation-invariant. Theorem Morphology filter is defined by using 
operation AND of erosion. Let (X) is a filtering in image X. Hence theorem filter can 
be written as follows:  
Problem of this research is how to develop theorem morphology filter by using 
operation OR of dilation, and combination of erosion and dilation. Development 
Morphology filter conducted by ordered set and lattice. 
The goal of this research is to construct morphology filter and derived, by doing 
study to forming concept filter Mathematical Morphology evaluated of ordered set and 
lattice. 
  Filter to be formed by proving do filtering which is designed have increasing and 
translation-invariant or not yet? This verification is developed to through literature study 
of ordered set and lattice. As a rule in research of mathematics, verification a formula 
can be proved by direct verification, indirectly and induction mathematic 
  Verification of dilation operator as filtering burden of proof do is increasing and 
translation invariant. Given  
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where  
We proof this increasing can be represented as 
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therefore  . 
We proof this translation invariant can be represented as 
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In general problem which there are in research have been answered, specially at 
verification of dilation operator so that Increasing and of Translation Invariant, but 
validation filter which is developed not yet can in study exhaustively. This matter is 
caused by verification to development filter mathematical morphology so that Increasing 
and Translation invariant not yet can be proved mathematically. The verification need 
some complex mathematics theory is so that required by time which old relative in 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
1.1  Latar Belakang 
Pengembangan sistem pengolahan dan analisis citra penginderaan jauh, 
khususnya untuk citra liputan wilayah Indonesia sangat diperlukan, hal ini dikarenakan 
karakteristik geografis Indonesia sangat berbeda dengan negara asal pembuat sensor dan 
software pengolahan citra penginderaan jauh. Sehingga untuk kondisi bentanglahan 
Indonesia dengan luasan unit-unit bentanglahan yang relatif kecil seringkali 
menghasilkan nilai piksel campuran yang sulit diinterpretasi. Salah satu dampak yang 
dapat ditimbulkannya adalah tidak jelasnya batas antar kenampakan dari sebuah obyek 
dan kenampakan citra secara keseluruhan tidak memberikan data yang informatif. 
Ekstraksi sebuah informasi dari citra penginderaan jauh dapat dilakukan dengan 
menggunakan teknik penajaman citra yang lebih dikenal dengan teknik pentapisan 
digital. Teknik ini bertujuan untuk meningkatkan mutu citra dan menambah jumlah 
informasi yang dapat diinterpretasi secara digital. Tetapi tapis-tapis digital yang terdapat 
dalam software-software pengolahan citra sekarang ini lebih menekankan kepada 
pengenalan pola nilai-nilai piksel bukan mendasarkan kepada bentuk geometri obyek. 
Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan suatu sistem pengolahan dan analisis 
citra penginderaan jauh, khususnya pada teknik penajaman citra dengan cara membentuk 
tapis baru yang berdasarkan pada bentuk geometri obyek. Sehingga diharapkan hasil 
kajian ini dapat digunakan untuk menajamkan kenampakan obyek yang terekam dalam 
citra penginderaan jauh. Landasan teori yang digunakan dalam penelitian ini adalah teori 
morfologi matematik, pembentukan tapis morfologi matematik baru dilakukan melalui 
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pengembangan teorema tapis morfologi matematik dengan melakukan kajian terhadap 
teori ordered set dan lattice. Sebuah transformasi dikatakan tapis morfologi matematik 
jika memenuhi translation-invariant dan increasing, untuk itu akan dilakukan 
pembuktian dengan cara kombinasi dari metode induksi matematik, pembuktian 
langsung atau tidak langsung. Implementasi tapis morfologi matematik baru pada citra 
penginderaan jauh didahului dengan pembuatan algoritma tapis dengan menggunakan 
bahasa pemrograman Matlab.  
Walaupun hingga saat ini telah banyak para ahli penginderaan jauh Indonesia 
yang telah mengembangkan teknik penginderaan jauh, namun pengembangan itu masih 
menjurus kepada aplikasi atau terapan teknik penginderaan jauh. Sedangkan pada 
pengembangan sistem pengolahan dan analisis citra penginderaan jauh secara digital 
masih sangat sedikit para ahli yang tertarik. Oleh karena itu pengembangan sistem 
pengolahan dan analisis citra penginderaan jauh sangat dibutuhkan, khususnya pada 
pembentukkan tapis-tapis digital baru yang berguna untuk mendayagunakan citra 
penginderaan jauh dalam memberikan informasi tentang obyek-obyek yang terekam  
secara lengkap dan detail. 
Dalam pengolahan dan analisis citra penginderaan jauh, citra didefenisikan sebagai 
suatu fungsi kontinu dari distribusi besaran fisis f(i,j) dalam bidang dua dimensi dengan 
(i,j) menyatakan koordinat piksel. Nilai besaran fisis f(i,j) pada citra berada pada interval    
(0 - ). Representasi dalam bentuk diskret nilai piksel berada dalam interval       [L(min) 
, L(mak)], yang disebut skala keabuan (gray-scale). Operasi morfologi matematik dalam 
citra yang memiliki skala keabuan menggunakan operasi minimum dan maksimum, hal 
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ini selaras dengan pengertian infimum dan supremum dalam konsep ordered set dan 
lattice (Heijmans, 1997) 
 Tapis dalam konsep morfologi matematik didefinisikan sebagai sebuah 
transformasi yang dibatasi oleh operasi translation-invariant dan increasing. Sebuah 
operasi  dalam sebuah himpunan (atau citra) dikatakan translation-invariant jika  
  Ψ 𝑋𝑕 = [Ψ 𝑋 ]𝑕                      (1.1) 
Pengaruh yang ditimbulkan dari teori ini adalah mengidentifikasi secara menyeluruh 
pada sebuah citra. Sedangkan operasi  dikatakan increasing jika  
  𝑋 ≤ 𝑌 = Ψ 𝑋 ≤ Ψ(𝑌)        (1.2) 
Teorema Tapis Morfologi Matematik, dari seluruh tapis morfologi matematik 
dapat diekpresikan dengan menggunakan operasi AND (operator logika) dari erosi. 
Misalkan (X) adalah sebuah tapis dalam citra X. Maka teorema tapis dapat ditulis 
sebagai berikut:   
   Ψ 𝑋 =  𝑋 ⊖ 𝐵𝑏∈𝐵                                           (1.3) 
(bukti teorema tapis ini dapat dilihat pada Heijmans, 1997).  
Pertanyaan yang mendasar dari penelitian ini adalah bagaimana mengembangkan 
teorema tapis morfologi (persamaan 1.3) dengan menggunakan operasi OR dari dilasi, 
dan kombinasi dari operator erosi dan dilasi. Pengembangan tapis morfologi matematik  
dilakukan dengan cara mengkaji teori morfologi matematik dari teori ordered set dan 
lattice. Berdasarkan kajian diatas penelitian ini juga akan mengkaji sejauh mana teknik 
pentapisan morfologi matematik yang dirancang mampu menajamkan kenampakan 
obyek yang terekam pada citra penginderaan jauh. Untuk itu pada tahun kedua penelitian 
lebih memfokuskan kepada pengembangan sistem pengolahan dan analisis citra 
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penginderaan jauh dengan cara membuat suatu algoritma pemrograman tapis morfologi 
matematik baru dengan menggunakan bahasa pemrograman Matlab. Hasil 
pengembangan algoritma akan diimplementasikan pada penajaman kenampakan obyek 
yang terekam dalam citra penginderaan jauh Landsat TM .  
 




2.1.  Morfologi Matematik 
Teori morfologi matematika dan aplikasinya dikembangkan secara sistematis oleh 
Serra dan Matheron (Fauzi, dkk, 2004a). Operator erosi dan dilasi dalam morfologi 
matematik dapat digunakan sebagai representasi semua tapis morfologi. Pentapisan 
morfologi matematik adalah salah satu cabang paling populer dan berhasil dari teori ini.  
Prinsip dasar analisis morfologi matematik adalah membandingkan bentuk obyek 
yang biasanya sangat kompleks dengan suatu bentuk yang sangat sederhana, misalnya 
bentuk segiempat atau lingkaran yang selanjutnya disebut struktur elemen. Menurut 
Schalkoff (1989) secara umum  morfologi matematik dapat didefenisikan atas dua 
operator dasar yaitu erosi dan dilasi. Operator erosi merupakan operasi pengecilan 
sedangkan operator dilasi merupakan operasi ekspansi. Operator erosi dan dilasi bukan 
merupakan pasangan inversi, maka operasi erosi yang diikuti operasi dilasi atau 
sebaliknya tidak akan mengembalikan citra semula. Hal ini membuat suatu transformasi 
morfologi matematik baru yang disebut operator pembukaan (opening) dan operator 
penutupan (closing). Operator pembukaan didefinisikan sebagai operasi erosi yang 
diikuti oleh operasi dilasi, sedangkan operator penutupan didefinisikan sebagai operasi 
dilasi yang diikuti oleh operasi erosi.   
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2.1.1.     Operator Dilasi dan Erosi 
Operasi erosi dihasilkan dari perbedaan dan interseksi, operasi kedua adalah dilasi 
yang dihasilkan dari perbedaan dan gabungan. Transformasi yang melalui dilasi 
tergantung pada erosi. Erosi merupakan titik awal untuk kebanyakan pemrosesan 
morfologis. 
Untuk himpunan A dan B dalam Z
2
, erosi citra A oleh struktur elemen B 
dinotasikan AB, didefenisikan sebagai (Gonzalez and Woods, 1993): 
})(|{ ABxBA x          (2.1) 
Pengertian secara kata-kata dapat dijelaskan sebagai berikut erosi A oleh B adalah 
himpunan semua titik x yang ditranslasi dengan xB)(  terlibat dalam A.  
Dilasi dinotasikan dengan BA , dengan  adalah himpunan kosong 
didefenisikan sebagai (Gonzalez and Woods, 1993) 
 ABxBA x )(|{ }       (2.2) 
Himpunan semua titik x sedemikian sehingga (B)x mengenai A (hasil 
perpotongan himpunan (B)x dan A bukan merupakan himpunan kosong). Persamaan 
(2.2) dapat juga ditulis dalam bentuk: 
}])[(|{ AABxBA x          (2.3) 
Gambar berikut merupakan ilustrasi dari penerapan dilasi dan erosi  oleh struktur elemen 
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Gambar 2.1. Ilustrasi operasi erosi dan dilasi oleh struktur elemen B pada citra Binair 
(Sumber: Gonzalez and Woods, 1993) 
2.1.2.  Operator Opening dan Closing  
Opening adalah suatu operasi dilasi dari hasil keseluruhan sebuah erosi terhadap 
suatu citra dari sebuah struktur elemen B, oleh elemen pembentuk yang sama. Dalam 
Aljabar, jika suatu semesta adalah terbuka, komplemennya adalah tertutup. Operasi 
Closing merupakan aplikasi dilasi terhadap suatu citra oleh sebuah elemen pembentuk B, 
diikuti erosi keseluruhan hasil melalui elemen pembentuk yang sama.  
Opening himpunan A oleh struktur elemen B, dinotasikan BA  didefenisikan 
sebagai:   
BBABA  )(        (2.4) 
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Closing himpunan A oleh struktur elemen B, dinotasikan  BA  didefenisikan 
sebagai:     
BBABA  )(         (2.5) 
Gambar berikut melihatkan pengaruh penerapan opening dan closing pada suatu 
obyek yang terdapat dalam citra binar dengan struktur elemen B. 
 
Gambar 2.2. Ilustrasi penggunaan tapis opening dan closing oleh struktur elemen B 
(Sumber : Gonzalez and Woods, 1993) 
 
2.2.  Pengolahan dan Analisis Citra Menggunakan Morfologi Matematik 
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Penajaman kenampakan obyek yang bersumber dari citra penginderaan jauh dapat 
dilakukan dengan cara memanipulasi kenampakan spasial melalui algoritma tapis spasial 
(spatial filtering), penajaman tepi (edge enhancement) dan penggunaan analisis Fourier. 
Di antara ketiga algoritma penajaman citra yang telah disebutkan diatas, dalam sistem 
pengolahan dan analisisnya tidak memperhatikan bentuk geometri obyek yang 
ditajamkan, proses penajaman hanya didasarkan pada perbedaan nilai-nilai piksel citra, 
dengan cara menganalisis pola nilai-nilai piksel. Untuk itu diperlukan sebuah 
pengembangan sistem pengolahan dan analisis citra penginderaan jauh yang lebih 
didasarkan pada bentuk geometri obyek yang terekam dalam sebuah citra penginderaan 
jauh.  
Pentapisan merupakan cara untuk ekstraksi bagian tertentu dari suatu himpunan data, 
dengan menghilangkan bagian-bagian data yang tidak diinginkan. Pentapisan merupakan 
operasi yang dijalankan dengan prinsip pendekatan spasial terhadap persebaran nilai 
kecerahan pada citra, karena tapis mengikut sertakan nilai-nilai piksel tetangganya. Citra 
dapat dianggap sebagai kumpulan obyek maka konsekuensinya, analisis citra dapat 
dilakukan menggunakan teori himpunan, artinya operasi-operasi dalam menganalisa 
citra dapat dilakukan diantara piksel-piksel tetangganya dan bukan operasi aritmetik 
tradisional. Salah satu transformasi dalam mengolah citra yang menggunakan konsep 
teori himpunan adalah morfologi matematik. Morfologi matematik merupakan alat yang 
efektif dan semakin penting dalam aplikasi pemrosesan citra, dan analisis citra. Hal ini 
termasuk ekstraksi kenampakan, penjarangan atau penipisan (thining), penebalan 
(thickening), pemangkasan (pruning), ekstraksi batas (boundary extraction), mengisi 
lubang (region filling) dan pengenalan pola (Jain, 1989; Gonzalez, et.al, 1993).  
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Penggunaan teknik pentapisan morfologi matematik dalam pengolahan citra digital 
khususnya citra satelit dapat digunakan untuk mengekstraksi informasi obyek yang 
terekam pada citra penginderaan jauh dalam bentuk visual berupa kenampakan-
kenampakan yang memiliki bentuk geometri. Soille, et.al (2002), dalam penelitiannya 
menyimpulkan bahwa aplikasi tapis morfologi matematik dalam sistem pengolahan citra 
digital dapat digunakan untuk mereduksi bising citra (noise), mendeteksi tepi citra dan 
mengekstraksi tekstur citra. Sedangkan aplikasi pada bidang penginderaan jauh  tapis 
morfologi matematik dapat digunakan untuk mengekstraksi pola jaringan, dan bentuk 
obyek.  
Penggunaan morfologi matematik dalam pengolahan citra penginderaan jauh belum 
banyak digunakan dan dikembangkan, hal ini dikarenakan teori tentang morfologi 
matematik di Indonesia belum berkembang pesat seperti teori Fuzzy Set dan Fraktal.  
Berdasarkan penelitian pendahuluan yang telah dilakukan oleh tim peneliti selama kurun 
waktu 5 tahun terakhir (Fauzi, dkk, 2004a; Fauzi, 2004b; Fauzi, dkk, 2007) 
menyimpulkan bahwa teori morfologi matematik khususnya pada teknik pentapisan 
untuk mendeteksi tepi obyek cukup memberikan hasil yang baik dibandingkan dengan 
tapis gradien seperti tapis Sobel, Prewitt dan Laplace. Berdasarkan penelitian tersebut 
teknik pentapisan morfologi matematik dapat diimplementasikan dalam mengekstraksi 
kenampakan jaringan jalan pada citra penginderaan jauh. Asumsi ini didasarkan bahwa 
jaringan jalan yang terekam dalam citra penginderaan jauh secara visual dapat berbentuk 
kenampakan linier yang ditandai dengan pola yang khusus.  
Pengolahan citra menggunakan morfologi berarti meletakkan citra sebagai suatu 
himpunan, sehingga transformasi citra berdasarkan pada prinsip ini menggunakan 
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operator lattice. Terdapat dua pendekatan yang dapat digunakan dalam menganalisis 
citra berdasarkan morfologi matematik yaitu Geometri dan Aljabar. Analisis citra 
menggunakan pendekatan geometri dan aljabar dalam proses pengolahan citra 
penginderaan jauh dapat dilakukan dengan menggunakan operasi matematik. Operasi 
yang digunakan meliputi segala operasi yang bersifat aritmatik (tambah, kurang, kali, 
rasio, akar, negatif) dan bersifat logika (AND, OR, NOT). Analisis citra menggunakan 
operasi matematis dapat digunakan untuk proses pengabungan citra secara spektral 
(Purwadhi, 2001). 
Selain pada dua pendekatan diatas pengolahan citra menggunakan morfologi 
dapat juga menggunakan teori-teori kalkulus seperti kalkulus diffferensial. Penggunaan 
kalkulus differensial ini merupakan kombinasi dari penggunaan operator morfologi 
standar yang bertujuan untuk mendapatkan bentuk gradien. Gradien morfologi 
didasarkan pada turunan pertama dari operator morfologi standar (Maragos, 1996). 













                   (2.6) 
dimana }:{ KkrkrK   adalah struktur elemen K, Kf   adalah flat dilasi pada f 
oleh sebuah himpunan K. Aplikasi derivatif pertama dapat digunakan dalam analisis 
citra, yaitu untuk deteksi tepi.  
Penggunaan gradien morfologi untuk mendeteksi tepi citra dengan menggunakan 
kombinasi tapis-tapis morfologi standar telah dikenalkan oleh Salembier (1994); 
Paseresi, et.al, (2001). Pendekatan yang mereka lakukan dalam mencari bentuk gradien 
morfologi adalah mencari selisih antara tapis dilasi dengan tapis erosi, dan selisih antara 
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tapis morfologi (dilasi dan erosi) dengan citra asli. Fauzi (2004b) dan Fauzi, dkk, (2007) 
telah mengkaji bentuk gradien morfologi dengan mencari selisih antara tapis morfologi 
opening, dengan tapis closing dan selisih antara tapis morfologi (closing dan opening) 
dengan citra asli. Hasil penelitian pentapisan tersebut mampu mengekstraksi batas tepi 
kenampakan obyek yang terekam dalam citra penginderaan jauh. Tetapi hasil tapis-tapis 
gradien morfologi pada penelitian ini belum menunjukkan hasil yang memuaskan, hal 
ini dikarenakan  kenampakan obyek yang mampu diekstrak oleh tapis-tapis tersebut 
adalah obyek-obyek yang memiliki bentuk kenampakan linier. Sedangkan kenampakan 
obyek yang berbentuk geometri yang lain belum terekstrak dengan sempurna. Melalui 
penelitian ini akan dikembangkan jenis tapis morfologi baru yang mampu mengekstrak 
kenampakan obyek-obyek yang memiliki bentuk kenampakan obyek berbentuk 
geometri.   
2.3.  Tapis Morfologi Matematik dalam Sistem Digital 
 Dalam sistem digital, teknik pentapisan morfologi matematik pada citra 
menggunakan struktur elemen sebagai jendela tapis. Menurut Li (1998), cara kerja 
struktur elemen dalam operasi morfologi matematik ekivalen dengan cara kerja kernel 
dalam operasi konvolusi citra. Struktur elemen sebagai pembatas wilayah atau penentu 
lingkungan tetangga (neighborhood). Operator erosi pada citra digital akan mencari 
titik-titik yang bernilai minimum di dalam lingkungan tetangga, sedangkan operator 
dilasi akan mencari titik-titik yang bernilai maksimum.  
 Dalam pengolahan dan analisis citra digital, citra didefenisikan sebagai suatu 
fungsi kontinu dari distribusi besaran fisis f(i,j) dalam bidang dua dimensi dengan (i,j) 
menyatakan koordinat piksel. Nilai besaran fisis f(i,j) pada citra berada pada interval    (0 
 laporan Penelitian Fundamental Tahun Pertama                                                                                              hal. - 13 
-  
- ). Representasi dalam bentuk diskret nilai piksel berada dalam interval [L(min) , 
L(mak)], yang disebut skala keabuan (gray-scale). Operasi morfologi matematik dalam 
citra dengan memiliki skala keabuan menggunakan operasi minimum dan maksimum, 
hal ini selaras dengan pengertian infimum dan supremum dalam konsep ordered set dan 
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BAB III 
TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN 
 
3.1  Tujuan Penelitian 
Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan teknik pengolahan dan analisis 
citra penginderaan jauh, khususnya pada teknik penajaman citra dengan memanipulasi 
kenampakan spasial menggunakan tapis-tapis digital yang didasarkan pada bentuk 
geometri objek. Secara khusus penelitian ini bertujuan untuk:  
1. Mengembangkan jenis tapis baru yang didasarkan pada teori morfologi matematik, 
dengan melakukan kajian terhadap konsep pembentukan tapis morfologi matematik 
yang ditinjau dari teori ordered set dan lattice. 
2. Mengembangkan dan menerapkan algoritma tapis morfologi matematik dalam 
sebuah perangkat lunak (software) dengan bahasa pemrograman Matlab versi 6,5, 
sehingga dapat digunakan dalam mengolah dan menganalisis citra penginderaan jauh 
khususnya pada penajaman kenampakan obyek.   
 
3.2    Manfaat Penelitian  
Manfaat penelitian yang diharapkan adalah terbentuknya tapis baru morfologi 
matematik yang diturunkan dari teori aljabar (ordered set dan lattice) yang 
diimplementasikan pada algoritma pentapisan morfologi matematik baru pada bahasa 
pemrograman Matlab. Sehingga diharapkan jenis tapis dan algoritma baru ini nanti 
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mampu dimanfaatkan untuk menajamkan kenampakan obyek-obyek yang terekam 
dalam citra penginderaan jauh.  
 
  




Teorema tapis yang telah dibahas pada latar belakang penelitian adalah teorema 
yang mengarah pada konsep citra binair, sedangkan seiring dengan kemajuan teknologi 
penginderaan jauh citra digital sudah dapat diekpresikan dengan menggunakan resolusi 
spectral yang semakin tinggi ini artinya bahwa citra penginderaan jauh yang 
berkembang saat ini sudah menggunakan rentang nilai piksel yang semakin besar. Citra 
penginderaan jauh yang akan digunakan dalam penelitian ini adalah citra Landsat TM, 
dengan wilayah liputan sebagian daerah Bengkulu.  
 Secara teoritis pengembangan sistem pengolahan dan analisis citra menggunakan 
morfologi matematik adalah dengan mengembangkan teorema tapis yang telah ada, 
dengan cara melakukan kajian terhadap operator-operator morfologi seperti dilasi, 
opening dan closing. Kajian teoritis dari pembentukan tapis masih mengarah kepada 
teorema tapis yang telah dikemukan oleh Heijmans (1997), yaitu masih mengkaji dari 
teori ordered set dan lattice. Penelitian akan direncanakan dalam dua tahun dan  secara 
ringkas penelitian ini dilaksanakan melalui diagram alir penelitian seperti yang terdapat 
dalam gambar 4.1.  
 
4.1   Penelitian Tahun Pertama 
 Pada tahun pertama penelitian difokuskan untuk membentuk tapis-tapis 
morfologi matematik yang merupakan pengembangan dari teorema tapis Heijmans 
(1997). Tapis dibentuk dengan membuktikan apakah tapis yang dirancang sudah 
memenuhi sifat translation-invariant dan increasing atau belum?. Pembuktian ini 
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dikembangkan melalui kajian literatur terhadap teori ordered set dan lattice yang telah 
dikembangkan  oleh Denecke, et.al, (2002). Sebagaimana lazimnya dalam penelitian 
matematika, pembuktian sebuah operator atau formula dapat dibuktikan dengan 
menggunakan pembuktian langsung, tidak langsung dan atau induksi matematik. Untuk 
itu anggota peneliti yang terlibat  dalam penelitian ini merupakan peneliti yang mampu 
dan berpengalaman dalam  penelitian bidang aljabar.  
 
4.2  Penelitian Tahun Kedua 
 Setelah didapatkan jenis tapis morfologi matematik yang memenuhi sifat 
translation-invariant dan increasing, maka pada tahun kedua dirancang sebuah 
algoritma dalam bahasa pemrograman Matlab untuk mengimplementasikan tapis baru 
tersebut pada sebuah citra penginderaan jauh. Berdasarkan pada hasil implementasi 
citra, kemudian dilakukan analisis terhadap citra tertapis. Citra tertapis ini diharapkan 
dapat memperbaiki atau menajamkan kenampakan obyek secara detail yang terekam 
dalam sebuah citra penginderaan jauh. 
 




Gambar. 4.1 Diagram Alir Penelitian 
Rumuskan Persamaan 
Matematis Tapis pada 




Konsep Teori Ordered 
set dan Lattice 
Pelajari dan Pahami Teorema-
Teorema Tapis Morfologi 








Citra Penginderaan Jauh 
Analisis Citra Tertapis 
Informasi Obyek yang 
terekam dalam citra 
Penginderaan Jauh 
Siapkan Perangkat Lunak Matlab 
Versi 6,5 
Siapkan Citra Landsat TM, yang 





Lakukan Verifikasi Terhadap 
Hasil Penajaman Tapis Terhadap 
kenampakan obyek 
Verifikasi Terhadap Tapis yang 
Dihasilkan Dengan Sebuah Citra 
Foto Digital Sederhana 
Tapis Morfologi  
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BAB V 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
5.1   Perumusan Tapis Morfologi Matematik Pada Citra Gray Level 
Pengolahan citra menggunakan morfologi matematik berarti meletakkan citra 
sebagai suatu himpunan. Terdapat dua pendekatan yang dapat digunakan dalam 
menganalisis citra berdasarkan morfologi matematik yaitu Geometri dan Aljabar. 
Operator erosi pada citra digital akan mencari titik-titik yang bernilai minimum di dalam 
lingkungan tetangga, sedangkan operator dilasi akan mencari titik-titik yang bernilai 
maksimum. Secara matematis bentuk persamaan matematis morfologi matematik pada 
citra  gray level dapat dilihat dibawah ini:  
Proposisi 1:  (Champs, 1996) 
  Jika EFf :  dan EKk :  maka 
  EKFkf  :  dapat dihitung dengan: 
  };)(|)()(max{))(( KuFuxukuxfxkf                  (5.1) 
Proposisi 2:  (Champs, 1996) 
Jika EFf :  dan EKk :  maka,  
EKFkf  :  dapat dihitung dengan: 
};)(|)()(min{))(( KvFvxvkvxfxkf                   (5.2) 
Kombinasi dari dilasi dan erosi pada citra gray level akan menghasilkan jenis 
operator baru yaitu opening dan closing. Defenisi opening dan closing pada citra gray 
level ekivalen dengan defenisi kedua operator tersebut pada citra binair. Persamaan 
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matematis dari kedua operator ini ekivalen dengan persamaan  (2.1) dan (2.2), tetapi 
karena penerapannya pada citra gray level maka operator opening akan mencari nilai 
maksimum sedangkan operator closing akan mencari nilai minimum dari struktur 
elemen (jendela tapis). Penurunan kedua operator ini pada citra graylevel dapat dilihat 
pada kajian matematis berikut:  
Proposisi 3: (Champs, 1996) 
Jika, NEKF ,  dan EFf :  dan EKk :  maka  
  EKFkf  :  dan dapat dihitung dengan: 
max{))(( xkf  })(;|)(]|)()(min[ KFuxKuukKvvkuvxf          
(5.3) 
Proposisi ini dapat dibuktikan dengan pendekatan aljabar sebagai berikut: 
 
Bukti: (Fauzi, 2007) 
Misalkan 
NER  dan ERr :  sehingga kfr   
Dari proposisi 2  
EKFkf  :   
Jadi EKFr :  dan ERr :  maka KFR :  
Dari proposisi 2 
};)(|)()(min{))(( KvFvxvkvxfxkf   
Maka )(xr };)(|)()(min{ KvFvxvkvxf   
Karena kkfkf  )( , Maka krkf   
 ))(())(( xkrxkf   
Dari proposisi 1  
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 };)(|)()(max{))(( KuRuxukuxrxkr   
dan kfkr   
};)(|)()(max{))(( KuRuxukuxrxkf    
Karena KFR   dan 
 }|)()(min{)( Kvvkvxfxr   
maka }|)()(min{)( Kvvkuvxfuxr   
Subsitusikan persamaan ini ke };)(|)()(max{))(( KuRuxukuxrxkf   
sehingga didapat 
})(;|)(]|)()(max{min[))(( KFuxKuukKvvkuvxfxkf         
 
Proposisi 4:  
Jika, NEKF ,  dan EFf :  dan EKk :  maka  
  EKFkf  :  dan dapat dihitung dengan: 
   })(;|)(]|)()(min{max[))(( KFvxKuukKvvkuvxfxkf        (5.4) 
Bukti: 
Misalkan 
NER  dan ERr :  sehingga kfr   
Dari proposisi 1  
  EKFkf  :   
Jadi EKFr :  dan ERr :  maka KFR :  
Dari proposisi 1 
};)(|)()(max{))(( KzFuxukuxfxkf   
Maka )(xr };)(|)()(max{ KzFuxukuxf   
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Karena kkfkf  )( , Maka krkf   
 ))(())(( xkrxkf   
Dari proposisi 2  
 };)(|)()(min{))(( KvFvxvkvxfxkr   
dan kfkr   
};)(|)()(min{))(( KuFvxvkvxfxkf   
Karena KFR   dan 
 }|)()(max{)( Kuukuxfxr   
maka }|)()(max{)( Kuukuvxfvxr   
Subsitusikan persamaan ini ke };)(|)()(min{))(( KuRvxvkvxrxkf   
sehingga didapat 
   })(;|)(]|)()(min{max[))(( KFvxKuukKvvkuvxfxkf        (5.5) 
5.2.  Implementasi Tapis Morfologi Matematik dalam Sistem Citra Digital 
Dalam sistem digital, teknik pentapisan morfologi matematik pada citra 
menggunakan struktur elemen sebagai jendela tapis. Menurut Li (1998), cara kerja 
struktur elemen dalam operasi morfologi matematik ekivalen dengan cara kerja kernel 
dalam operasi konvolusi citra. Struktur elemen sebagai pembatas wilayah atau penentu 
lingkungan tetangga (neighborhood). Perumusan erosi dan dilasi, digambarkan dalam 
struktur elemen dalam matriks 3 x 3 sebagai piksel-piksel tetangga dengan koefisien-
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Aplikasi operator erosi dan dilasi pada sistem citra digital berarti menempatkan kedua 
operator tersebut sebagai tapis digital. Perumusan kedua tapis dapat ditulis dalam bentuk 
persamaan berikut (Pratt, 1991): 
               F(i,j) = Maks )1,1(,),,1(),1,1(  jifjifjif                                  (5.6) 
              F(i,j) = Min )1,1(,),,1(),1,1(  jifjifjif                                     (5.7) 
Cara kerja kedua tapis ini adalah mengubah nilai piksel pada lokasi (i,j) dengan 
memperhitungkan bobot piksel di sekitarnya pada citra masukan. Penjabaran prinsip ini 
dalam pentapisan dilasi dapat dijelaskan sebagai berikut, koefisien pada struktur elemen 
(jendela tapis) diletakkan pada nilai kecerahan masing-masing piksel kemudian masing-
masing koefisien struktur elemen (jendela tapis) tersebut dikalikan dengan nilai 
kecerahan piksel, pada titik yang sama. Hasilnya nilai kecerahan yang paling besar 
(maksimum) akan menggantikan posisi nilai kecerahan piksel citra asli pada lokasi (i,j) 
dan terhimpun dalam citra output (gambar 5.1). Prosedur yang sama dapat diterapkan 
pada pentapisan Erosi tetapi prosesnya adalah mencari nilai minimum.  
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Gambar  5.1. Ilustrasi kerja operator dilasi pada sebuah citra digital (Young, 2002) 
  
Bentuk tapis yang lain adalah tapis Opening dan Closing. Opening merupakan 
kombinasi antara tapis dilasi dengan tapis erosi (dalam citra aras keabuan) sehingga 
bentuk diskret tapis ini pada citra digital dalam jendela tapis 3 x 3, dapat dibuat dalam 
persamaan berikut:  
)]}1,1(,),,1(),1,1([{),)((  jifjifjifMinMakjibf                                  (5.8) 
Tapis closing merupakan kombinasi tapis erosi dengan tapis dilasi, maka 
kombinasi kedua tapis ini dapat dibuat dalam persamaan berikut:  
)]}1,1(,),,1(),1,1([{),)((  jifjifjifMakMinjibf               (5.9) 
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5.3   Perancangan Tapis Morfologi Matematik Berdasarkan Ordered Set dan 
Lattice 
 
Definisi:  Tapis Morfologi Matematik (Heijmans, 1997) 
Dalam morfologi matematik, sebuah transformasi atau operator dikatakan tapis jika 
operator tersebut bersifat increasing dan idempoten. 
 
Sebuah ML  :  adalah increasing jika 𝑋 < 𝑌 dalam L, sehingga         
Ψ(𝑋) ≤ Ψ 𝑌  dalam M, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿 
dimana L = lattice 
Operator  dalam L (lattice) adalah  : 
1. Anti extensive jika Ψ(𝑋) ≤ 𝑋  untuk 𝑋 ∈ 𝐿 
2. Extensive jika Ψ(𝑋) ≥ 𝑋  untuk 𝑋 ∈ 𝐿 
3. Idempoten jika Ψ2 = Ψ 
4. an Opening jika Ψ adalah increasing, antiextensive dan idempoten 
5. a Closing jika Ψ adalah increasing, extensive dan idempoten 
Menurut Heijmans (1997) dan Serra. dkk  (1992,) sebuah operator morfologi matematik 
dikatakan memenuhi sifat translation invariant untuk  
Ψ: 𝑃 𝐸𝑑 → 𝑃 𝐸𝑑  
Jika  
Ψ 𝑋𝑕 = [Ψ 𝑋 ]𝑕          ∀𝑋 ⊆ 𝐸
𝑑  𝑑𝑎𝑛 𝑕 ∈ 𝐸𝑑  
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5.3.1  Operator Erosi 
Operator erosi diberikan  
𝑋 ⊖ 𝐵 =  𝑥 − 𝑏 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑏 ∈ 𝐵  
   = 𝑋−𝑏𝑏∈𝐵  
misalkan  
𝜀 𝑋 = 𝑋 ⊖ 𝐵 
              = 𝑋−𝑏𝑏∈𝐵  
dimana 𝐵 ⊆ 𝐸𝑑  
Agar operator ini memenuhi sifat increasing harus dibuktikan, misalkan Ψ 
adalah increasing dan translation invariant sehingga  
  Ψ ε  X = Ψ( 𝑋−𝑏𝑏∈𝐵 ) 
                           ⊆  Ψ(𝑋−𝑏)𝑏∈𝐵  
                           =   {Ψ 𝑋 }−𝑏)𝑏∈𝐵  
                           = Ψ(𝑋) ⊖ 𝐵 
                           =  ε Ψ  X  
 Dari pembuktian ini dapat disimpulkan bahwa operator erosi memenuhi sifat increasing 
dimana   Ψ ε =   ε Ψ . 
Agar operator ini memenuhi sifat translation invariant maka harus dibuktikan,           
B ⊖ X =  X ⊖ B 
  Ψ X =  X ⊖ B  
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           =  B ⊖ X 
           =  𝐵𝑥𝑥∈𝑋  
          =  {𝑏 − 𝑥,   𝑥 ∈ 𝑋,   𝑏 ∈ 𝐵} 
          =   {𝑥 − 𝑏,   𝑥 ∈ 𝑋,   𝑏 ∈ 𝐵} 
          =  𝑋𝑏𝑏∈𝐵  
 
5.3.2   Operator Dilasi 
Untuk operator dilasi diberikan  
𝑋 ⊕ 𝐵 =  𝑥 + 𝑏 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑏 ∈ 𝐵  
            = 𝑋𝑏𝑏∈𝐵  
    𝜀 𝑋 = 𝑋 ⊕ 𝐵 
               = 𝑋𝑏𝑏∈𝐵  
dimana 𝐵 ⊆ 𝐸𝑑  
Agar operator ini memenuhi sifat translation invariant harus dibuktikan, 
misalkan Ψ adalah increasing dan translation invariant sehingga  
  Ψ ε  X = Ψ( 𝑋𝑏𝑏∈𝐵 ) 
                           ⊆  Ψ(𝑋𝑏)𝑏∈𝐵  
                           =  {Ψ 𝑋 }𝑏𝑏∈𝐵   
                           = Ψ(𝑋) ⊕ 𝐵                     
                           =  ε Ψ  X  
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 Dari pembuktian ini dapat disimpulkan bahwa operator dilasi memenuhi sifat 
increasing dimana   Ψ ε =   ε Ψ . 
Agar operator ini memenuhi sifat translation invariant maka harus dibuktikan,           
 X ⊕ B = B ⊕ X 
 Ψ X =  X ⊕ B  
           =  B ⊕ X 
           =  𝐵𝑥𝑥∈𝑋  
          =  {𝑏 + 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋,   𝑏 ∈ 𝐵} 
          =   {𝑥 + 𝑏,   𝑥 ∈ 𝑋,   𝑏 ∈ 𝐵} 
          = 𝑋𝑏𝑏∈𝐵  
 
5.4   Tapis Morfologi Matematik untuk Deteksi Kenampakan objek 
       Boundary dari himpunan 𝑋 ⊆ 𝑅𝑚 ,   𝑚 = 1,2, … Diberikan 𝜕𝑋 ≅ 𝑋  −𝑋∗ = 𝑋 ∩
 𝑋∗ . Dimana 𝑋  dan 𝑋∗ didefinisikan sebagai closure dan titik interior dari X. Jika  𝑥  
adalah norma dari 𝑅𝑚 . B adalah struktur elemen yang berbentuk lingkaran dan                    
𝑟𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑚 :  𝑥 ≤ 𝑟} adalah lingkaran dengan jari-jari r, maka dapat ditunjukkan 
selisih antara erosi dan dilasi yang akan disebut sebagai tepi dari boundary dari a 
himpunan X   yang didefinisikan: 
  𝜕𝑋 =   𝑋 ⊕ 𝑟𝐵 − (𝑋 ⊖ 𝑟𝐵)𝑟>0   
 Sup-derivatif dari operator morfologi matematik didefinisikan 𝑀(𝑓) sebagai 
pemetaan dari 𝑓: 𝑅𝑚 → 𝑅 
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𝑀 𝑓  𝑥 = lim
𝑟→0
 𝑓 ⊕ 𝑟𝐵  𝑥 − 𝑓(𝑥)
𝑟
 
Sedangkan inf-derivatif dari operator morfologi matematik didefinisikan 𝑀(−𝑓) 
sebagai pemetaan dari 𝑓: 𝑅𝑚 → 𝑅 
𝑀 −𝑓  𝑥 = lim
𝑟→0
𝑓 𝑥 −  𝑓 ⊖ 𝑟𝐵  𝑥 
𝑟
 
Selisih dari dua persamaan diatas akan menghasilkan turunan kedua dari morfologi 
matematik yang didefinisikan: 
       𝑀2 𝑓  𝑥 = 𝑀 𝑓  𝑥 − 𝑀 −𝑓 (𝑥) 
       𝑀2 𝑓  𝑥 = lim
𝑟→0




[𝑓 𝑥 −  𝑓 ⊖ 𝑟𝐵  𝑥 ]
𝑟
 
𝑀2 𝑓  𝑥 = lim
𝑟→0




Penggunaan operasi aritmatik pengurangan (selisih) memberikan hasil yang baik 
dengan ditandai kenampakan tepi yang cukup jelas. (Fauzi, 2004a, 2004b, dan 2007) 
Berdasarkan pada teknik pentapisan untuk ekstraksi tepi didapatkan bahwa prinsip kerja 
tapis kombinasi ini ekivalen dengan prinsip kerja pada pentapisan derivasi citra yaitu 
bentuk gradien. Dari hasil ini didapatkan bahwa tapis-tapis morfologi dapat digunakan 
untuk mencari bentuk gradien citra gray level yang selanjutnya disebut dengan gradien 
morfologi.  
 Tapis morfologi matematik dapat diturunkan dari teori differensial pertama dan 
differensial kedua. Differensial Morfologi Matematik dapat digunakan untuk mendeteksi 
lokasi dari tepi obyek.  Pendekatan differensial morfologi matematik dapat dicari dengan 
menggunakan selisih antar operator morfologi matematik. Pendekatan ini efektif dan 
 laporan Penelitian Fundamental Tahun Pertama                                                                                              hal. - 30 
-  
dapat dikembangkan untuk mengekstraksi tepi dalam citra digital. Dalam sebuah citra 
gray level selisih antara tapis erosi dan dilasi dengan citra input disebut dilation residual 
dan erosion residual dapat dirumuskan sebagai berikut: 
 𝑒𝑑𝑔𝑒⊕ 𝑓 =  𝑓 ⊕ 𝐵 − 𝑓 
            𝑒𝑑𝑔𝑒⊖ 𝑓 = 𝑓 − (𝑓 ⊖ 𝐵) 
𝑒𝑑𝑔𝑒⊕ 𝑓  : adalah tapis dilasi 𝑓 ⊕ 𝐵 dikurang dengan citra asli (f), sedangkan             
𝑒𝑑𝑔𝑒⊖ 𝑓  : adalah citra asli (f) dikurang dengan tapis erosi 𝑓 ⊖ 𝐵.  
Penajaman tepi dari sebuah citra gray level dari f dapat juga diturunkan dari 
penjumlahan dua tapis morfologi matematik derivative (dilation residual dan erosion 
residual) menghasilkan gradien morfologi diskrit sebagai berikut:  
            𝑒𝑑𝑔𝑒 𝑓 =  𝑓 ⊕ 𝐵 −  𝑓 ⊝ 𝐵  
                           =  𝑒𝑑𝑔𝑒⊕ 𝑓 + 𝑒𝑑𝑔𝑒⊝(𝑓) 
 Kombinasi kedua tapis dilasi dan erosi merupakan pengembangan dari tapis 
dilation residual dan erosion residual yang merupakan implementasi dari tapis 
𝑀2 𝑓  𝑥 . 
 
5.5 Pembahasan 
Dalam penelitian ini tapis morfologi matematik yang dibuktikan dengan 
menggunakan Ordered set dan Lattice masih terbatas pada kajian terhadap operator erosi 
dan dilasi. Hasil pengembangan tapis yang dilakukan masih merujuk kepada beberapa 
artikel tentang pengembangan tapis morfologi matematik dalam menajamkan citra dan 
deteksi kenampakan pada sebuah citra digital seperti yang terdapat dalam Maragos 
(2004) 
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Secara umum persoalan yang terdapat dalam penelitian sudah bisa dijawab, 
khususnya pada pembuktian operator dilasi agar memenuhi sifat Increasing dan 
Translation Invariant, tetapi validasi tapis yang dikembangkan belum bisa di kaji secara 
mendalam. Hal ini disebabkan karena pembuktian terhadap pengembangan tapis-tapis 
morfologi matematik agar memenuhi sifat Increasing dan Translation invariant belum 
bisa dibuktikan secara matematis. Pembuktian tersebut memerlukan beberapa teori 
matematika yang kompleks sehingga dibutuhkan waktu yang relatif lama dalam 
membuktikan tapis-tapis tersebut.  
Pada tahun kedua, penelitian tentang pengembangan tapis-tapis dilasi dan erosi, 
masih perlu di uji dengan mengimplementasikan tapis-tapis tersebut kedalam sebuah 
citra digital khususnya pada citra penginderaan jauh dengan menggunakan software 
Matlab. Hasil uji terhadap citra dapat dijadikan sebuah indikator apakah tapis yang telah 
dikembangkan mampu menajamkan kenampakan obyek dalam citra penginderaan jauh 
atau tidak. Hasil uji tersebut akan dijadikan sebagai dasar untuk pengembangan tapis 
morfologi matematik selanjutnya, sampai ditemukan sebuah tapis morfologi matematik 
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BAB VI 
KESIMPULAN DAN SARAN 
 
6.1  Kesimpulan 
Kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian ini sebagai berikut: 
1. Pembuktian tapis morfologi matematik dilasi dan erosi agar memenuhi sifat 
increasing dan translation invarian dapat diturunkan melalui teori ordered set dan 
lattice. 
2. Penggunaan operasi aritmatika dalam perancangan dan pengembangan tapis 
morfologi matematik menggunakan dilasi, erosi daan citra asli  mampu 
menghasilkan tapis-tapis gradien morfologi matematik. 
 
6.2   Saran 
 Dari hasil penelitian tahun pertama masih terbatas pada kajian operator erosi dan 
dilasi yang diturunkan dari teori ordered set dan lattice. Sedangkan pengembangan tapis 
morfologi matematik hanya menggunakan operasi aritmetika sederhana. Untuk itu perlu 
dilakukan penelitian lanjutan berupa pengembangan tapis morfologi matematik 
menggunakan operator opening dan closing serta implementasi tapis-tapis tersebut pada 
penajaman obyek yang terekam pada citra satelit.    
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